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Perkalian vektor dan bivector di R3

* Diberikan vektor di R3: a = a;e; + ase; + ase;
dan bivector: B=0b A ¢

* Perkalian geometri a dan B adalah (pembuktiannya tidak ditunjukkan di sini):

aB=a-B4+aANB

* Perkalian geometri B dan a adalah (pembuktiannya tidak ditunjukkan di sini):

Ba=B-a+BAa

* Hubungan keduanya adalah:

1 1
a-B= ;{IIB — Ba) aAB= ;(HB + Ba)

et




Contoh 1: Diberikan tiga buah vektor di R3 sebagai berikut

a=2e +e —e;
b

C = 2E| + Eﬁ'g -+ 3.

e1 — € + €3

Hitunglah (i) B=b A c (ii) aB (iii) Ba (iv)a-B (v) anB

Jawaban:

(I) B=EJ;‘\L‘={€1—Eg+€3)f\(2€l—|—2ﬁ'3+ﬁ‘3}
= 2eyp — e31 + 2e13 — €3 + 23 — 2ep;

B = 4E12 — 3E33 + €31



(i) aB = (2e; + e — 2e;3)(4erp — 3ex3 + €31)
= 8'3‘2 — 66123 — 2{33 — 461 — 3{33 + €173 — 86123 — 6{32 — 261

aB = —6e; + 2e; — 5e3 — 13e123.  — vektor + trivector

(iii) Ba = (4e;; — 3ex + e31)(2e; + e; — 2e3)
== —8{32 -+ 4'?.'1 — 8{3123 — 66123 + 3E3 + 6{32 + 2'?.'3 + €123 + 2{31

Ba = 6e; — 2e; + 5e3 — 13e153. —> vektor + trivector

. |
(iv) a-B = E(RB — Ba)
| .
— 5(—661 + 2e; — Se3 — 13e3 — 6e; + 2e; — dez + 13eq3)

1
= E(—IZEI + 4&2 — 10E3)

a-B = —6e; + 2e, — 5e;. — vektor



|
(V) aAB= ;(HB + Ba)

1
— ;(—(181 + 2‘5‘2 — 5‘33 — 13'&‘133 + 6&‘1 — 2‘33 + 5‘5‘3 — 136133)

a ANB = —13e;;3. — trivector

Dari (iv) dan (v) terlihat bahwa:

aB=a-B+aAB

aB = —6E'| + Eﬁ'g — 5&‘3 — 136133.

yng berarti bahwa aB diidentifikasi oleh inner product (a - B) dan outer product (a A B)



Perkalian bivector-bivector satuan di R3

2 2 2 TaBLE 8.4

€y = €3 = €3 = —1

€12€73 = €13 = —€3 GP €12 €23 €3]

€23€31 = €21 = —€12 c12 ! e w23
€23 €31 —1 —ey2

€31€12 = €32 = —€3 €31 —€73 €12 —1

Contoh cara mendapatkan salah satu hasil di samping:

/ €31€,3 = €3€,6,€5
= —€3€,636,

= €363€,6,

— 2

= €37€,6,
=(1)e,e,=ee,= e,
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Perkalian vektor dan trivector di R3

Perkalian vektor dengan trivector menghasilkan bivector

.. Perkalian vektor dengan trivector bersifat komutatif



Contoh 2: Diberikan vektor a = 2e, + 3e, + 4e, dan trivector B = 5(e;Ae,Ae;3) = 5e,,3
Hitunglah aB.
Jawaban:
aB = (2e, + 3e, + 4e;) 5e,,,
= 10e,e,,; + 15e,e,,5 + 20e5€,55

= 10e,e,e,e; + 15e,e,e,e; + 20e5e,e,0€4
= 10e,e; —15e,e,e,e; —20e,e,e5€,

= 10e,e; —15e,e; + 20e,e,e,6,

= 10e,e; + 15e;e; + 20e,e,

= 20e,e, +10e,e; + 15e;e,

=20e,, +10e,; + 15e;,

Perkalian vektor dengan trivector menghasilkan tiga buah bivector.



Perkalian bivector dan trivector di R3

Perkalian bivector dengan trivector menghasilkan vector
€12€123 = —¢€3 €123€12 = —€3
€23€1723 = —¢  CE— €123€23 = —¢€
€31€123 = —C1. €123€31 = —¢€1.

.". Perkalian bivector dengan trivector bersifat komutatif

Contoh 3 : Diberikan bivector B = 2e, + 3e,; + 4e, dan trivector C = 5e,,
Hitunglah BC.

Jawaban: Bﬁﬁ‘lgg — fEelg + 3E33 + 4E31 }5&‘133

= —15(‘31 — 20‘32 — 1083.
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Ringkasan perkalian vektor di R3

TABLE 8.5

[nner product

Vectors commute a-b=>b-a
Vectors and bivectors anticommute a-B=—B-a

a-B = —é{uB — Ba)
= (a-byc—(a-c)b
1(Ba — aB)
B-a=(a-c)b—(a-b)c

by =
=~
|l

Outer product

Vectors anticommute aANb=—-bAa

Vectors and bivectors commute aNB=BAa
aANB= %(ﬂB + Ba)
anB= f;b{‘

BAa= %(Bﬂ + aB)
B A a = abc




Geometric product

Orthogonal vectors anticommute
Orthogonal bivectors anticommute
Bivectors square to —1

Definition

Vectors and bivectors anticommute

Trivector commutes with all multivectors in the space
The pseudoscalar
Vectors and the pseudoscalar commute

Duality transformation

The trivector squares to —1

€12 = —€71

€12€23 = —€23€)2

2 _ o2 _— a2 — |
€l = €3 = €3] =
ﬂb:ﬂ-b—{—ﬂf\b
ab = —Ba

aB=a-B+aAB

aB = (a -b)c — (a - c)b + abc

Ba=B-a+BAa

Ba = (a-c)b— (a-b)c+ abc

al'=Ta BT =1TB

ei3 =1
al = Ila
al =a-1
€23 = IE‘l
e31 =Ie;
ey = Ie;
I? = —1

Where a and b are vectors, B is a bivector, and T is a trivector.
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TABLE 8.6

GP A e € es €12 €23 €3 €123
A i}l .-:"u.Efl ;LE‘E ;'n.E':i. lelg .-:"-.Efg} }n.E‘g,l ;'u.E']j}
€ A€ 1 €12 —e3] €2 €123 —€3 €23
€2 A€ —€12 I €23 —€ €3 €123 €31
€3 A€ €3] —€23 I €123 —€ €1 €12
€12 A€y — € €1 €123 —1 —€3] €23 —€3
€23 A3 €123 —€3 €2 €31 —1 —€12 —€
€3] A€3) €3 €123 —€] —€23 €12 —1 —€
€123 A€123 €23 €31 €12 —€3 —€ —€2 —1

Keterangan: GP = Geometry Product
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Balikan (inverse) vektor

* Pada aljabar elementer, c=ab (a dan b bilangan riil) maka a = cb™ atau b™ =%

(syarat c#0)

» Pada aljabar geometri, B=ab (a dan b vektor, B multivektor), maka
Bb = (ab)b (kalikan kedua ruas dengan b)

= ab?
b 1
= 49— = —_ = -1
a=B=B—=Bb
a = Bb1
yang dalam hal ini
b b .
bl=—= — balikan vektor b

b2 ||bl|?




Contoh 4: Diberikan vektoradan b: a = 3e; +4e; dan b =e; + e,
Hitung B = ab dan balikan vektor b.

Jawaban:

(i) B=ab=(3e,+4e,)(e,+e,)=3e,%2 + 3e,e, +4e,e, +4e,?
=3+3e,, —4e,,+4=7 —e,
(atau pakai rumus:ab=a-b+a A b=(3)(1)+(4)(1) +{(3)(1) —(4)(1)} e, A &,

b 61+€2 €1+€2

1
= = =—(e;+e
b2 (V12+12)2 2 z( 1% &)

Periksa bahwa a dapat diperoleh kembali sebagai berikut:

(ii) b =

a=Bb"! = E(? —ep)(e; + ) = E(?el + 7e; — epe; — €12€2)

1
=S (Ter +7e + e —e) = 3¢ + 4o,



Operasi meet

* Operasi meet bertujuan untuk mencari perpotongan garis, bidang, volume, dll.
lain.

* Notasi: A v B

* Operasi meet didefinisikan sebagai berikut:

AVB=A*-B

yang dalam hal ini, A* = pseudoscalardariA = /A
Contoh: (i) A=e; >A*=/A=e ,ze; =€,

(ii)A=2e,+e; > A* = [A=e,5(2e, + e;)=2e,,,e, + €,,56;=2e,5, + €,



Perhatikan tiga bilah B,, B,, dan B, yang dibentuk oleh vektor-vektor satuan

A
By =¢e; A e
/
?2»\31 B; = e; A g
- B, Ta

TR

Perpotongan bilah B, dan B, adalah sumbue, »> BV B, =¢;

Perpotongan bilah B, dan B; adalah sumbue; - B, v B; = e;

Perpotongan bilah B, dan B; adalah sumbue; > B; Vv B, = ¢
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e Akan ditunjukkan bahwa B, v B, =e, dengan operasi meet:
By V B, :Bng

— (€13€12) - €3 = (e1e2e3e1e2) €3 = (—e12e22e3) " €53

— —€3 + €73

dengan mengingat bahwa a - B = —{.-:zB Ba) maka —e; - e,; dapat dinyatakan

sebagai | B

e3 623 ( eq"? + EF’SQJ}

.—l

sehingga

1 1
B,V B, = ;(—E‘aza + €3) = > (ese5e, + e)05€;)

1 1
=5 (e32e2 +e,e5%) = > (ez te,)=e,

(terbukti)
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e Dengan cara yang sama, maka

Bz V B3 — B; . B3
= (€123€23) - €3

= —€1 - €31

= 5(—*5131 + es311)

Bz W B3 €3

dan

33 V Bl —_ Bir . Bl
= (€123€31) - €12

= —& -

E{—Ezlz + e122)

€.

B, V B,

19



Contoh 5: Diberikan dua buah vektor a dan b sebagai berikut:
a=e — e

b — &7 — €3
Tentukan perpotongan bidang A dan B, yang dalam haliniA=a AbdanB=e,,
Jawaban:

A=anb
©2A = (e —e3) A(ep —e3) =epp — €3 —exp
AV B=A"-B
b =eps(enp —e3—exp)-enp =(—e3—e —ep)-ep
/A//uw Gunakan a - B = %{HB — Ba) maka

1
AvB= E((_e3_e2_ e;)e;, — ep(-e;—e,—e))

=e,—e, (garisyangberwarna merah)
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Latihan (Soal UAS 2019)

Diberikan tiga buah vektor sebagai berikut:
a=2e,+e,—e;
b=e,—e,—e,
c=2e,+2e,—¢e,
a) lJika B adalah multivektor, B = ab, perlihatkan bahwa a = Bb!

b) Tentukan perpotongan bidang yang dibentuk oleh vektor b dan ¢
dengan bidang (e, A e;)



Jawaban:

(a) B=ab=(2e,+e,—e;)(e;—e,—e;)=2—-3e,,—2e,5+ ey,

_ €1 — €y —€3 =el—ez—63=l(e e —oe )
IbI12 (J12+(—1)2+(-1)2)2 3 3L e 3

sehingga
Bb=(2-3e,—2e,;+e,) §(61 — e, —e3)
- § (26, — 2e, — 2e5) +(3e, + 3e; + 3e143) +
(-2e123 —2e3 +2e;) +(e3 — 2eqp3 +€1))
= % (6e; +3e, —3e3)=2e; +e, —e3 =a (terbukti)



(b) Bidang yang dibentuk oleh b dan ¢ misalkan adalah A
A=bnrc=(e;—e,—e;) A (2e,+2e,—e,)
=4e, + 33— €y
Maka, perpotongan A dengan e, A e; dihitung dengan operasi meet:
Av(e,ne;) =A% (e, rney)
= e,5(4e, +3e,3—e5) - e,5 (Ket: A*=/A=e,,;A)
= 4epp315 + 3€15353 ~ €19331) -+ €53

1
=(—4e;—3e; + &) - ey3 Gunakan a - B = —(aB — Ba)

1
=3 (—4e;—3e; +e))ey; —ey5(-4e; —3e; + &)

1
= 7 (—4e3,3 —3€,,3 + €,,5 + 4e,35 + 3€,35, — €,3,)

1
= (8e, + 2e,)

=4de, + e,



Multivector di R3

* Multivector di R®> mengandung skalar, vektor, bivector, dan trivector.

* Multivector di R® merupakan kombinasi linier dari skalar, vektor, bivector, dan
trivector. Elemen-elemen di dalam multivector diresumekan pada tabel berikut:

TABLE 8.7

Element Symbol Grade
| scalar A 0

3 vectors {e;,er,e3} |

3 bivectors e1 ANey =epn 2

e A ey = ey
€3 A\ €] = €3
| trivector €123 3




* Diberikan dua buah multivector di R3 sebagai berikut:
A= }q] + )ﬂ.lEl + lgEg + ;‘ug{i’lg + ;*..46'33 + 15631 + ;*..5’:1'133 [AI = R]

B = By + Bie1 + Brer + Bsern + Paers + Bsesy + Bsers  [Bi € R]
* Perkalian geometri A dan B adalah sebagai berikut:

AB = Ao(Po + Pre1 + Paer + Pserz + Paes + Psesr + Peeins)
+ Are1(Bo + frer + Brey + Baern + Baers + Psest + Peerns)
+ Axe2(Po + Prer + Parer + Prern + Paers + Psesr + Peeias)
+ Aszenn(Po + Brer + Paer + Psern + Paeas + Psesy + Peeias)
+ Ase23(Bo + Pier + Paer + Bsern + Paeas + Psest + Peeias)
+ Ases (Bo + Brer + Paer + Psery + Paeas + Psesy + Peeias)
+ As123(Po + Pre1 + Prer + Paenn + Paeas + Psesr + Pecias)
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AB = hoPo + roPrer + AoPaer + AoPserr + AoPaeas + AoPsest + AoPeeias + A1foer + A1
+ A1frenn + Ai1faer + A faeins — AiPses + A fsers + Arfoer — Ay fien + A
— rafser + Aafaes + Aafsenns + Arfsest + AzPoern — AsPier + Asprer — Asfs
— A3fesr + AzPser — As3Pees + Aqfoeas + Aafreins — AgPres + Ayfses — Ayfy
— AgPsery — AyPeer + AsPoest + AsPres + AsPrens — AsPaers + AsPaern — AspPs

— AsPe€r + AgPoeinz + AsPiers + Agfresr — AgPzes — Agfac) — AgPser — AgBs (8.238)
= AoPo + A1B1 + APy — A3f3 — Aafs — AsB5 — AP

+ (AoP1 + A1Bo — A2ffz + APy — Aafe — AsPa)e

+ (Aofr + A1B3 + Ao — A3P1 — AsPe — Aesfs)er
+ (=185 + APy — A3fs — Aafr + AsP1 — AeP3)es

+ (Aofs + A1P2 — 2B + AsPo — AaPs + AsPa)en
+ (Aofs + A1Ps + A3Ps + AyPo — AsP3 + AsPr)ers
+ (Aofs + A2fs — L3Py + AaPs + AsPo + AsPa)es
+ (Aofs + A1Ps + A2Ps + AaP1 + AsPr + AsPo)erns 26



Hubungan antara aljabar vektor dengan aljabar
geometri

TABLE 8.9

Vector Algebra Geometric Algebra
vector v = a1+ dj) vector v = ae; + aze,
map a=a, b=a, map Z =ev
complex number z=a+bi multivector 2 = a; + axl
rotor 7' = ze'® rotor 7 = Ze'?

11_," — 1_]‘{1-{'4}

90° rotor v = —api + a1 90° rotor y' = v
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Hubungan antara aljabar geometri dengan
aljabar quaternion

Perkalian i, j, dan k di dalam Misalkan didefinisikan tiga buah bivector:
aljabar quaternion: B, = e, A e
TaBLE 8.10 B, =e; A e
‘; J k By =¢e; A ey
; :;_L} _If Perkalian ketiga buah bivector hasilnya:
k J ! i TaBLE 8.11
fﬂc — —1 B, B> B3
B, =1--... —B; B,
Pada kedua tabel, hasil perkalian merupakan B, Bs —I —B, B,B,B; = +1
pencerminan terhadap diagonal utama namun B —B, B, ity e

dengan tanda berbeda




Hubungan antara outer product dan cross
product

* Diberikan dua buah vektor di R3: a = a,e, + a,e, + a;e; dan b = b,e, + b,e, + b,e;

€1 €9 €3
axb=la a a;
[',3'1_ [’J‘E {'}3

a X b= (ayby — asby)e; + (asb;, — aybs)e;, + (a by, — arby)es

a Ab = (ayby —asby)e); + (asby — a;by)es; + (a;b; — aby)ers.
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Kalikan e;,; dengana A b :
ez(a A b) = (aybs — azby)einzers + (asby — aibz)enses; + (a1by — axby)ezern
e13(a A b) = —(a,b; — asb,y)e; — (asby — a,by)e, — (ayb, — a,by)es.
Kalikan kedua ruas dengan —1:
—es(a A b) = (aybs — asby)e; + (asby — a1by)e; + (a1by — arby)es
Maka dapat dinyatakan bahwa:
axb=—emnanb) = —I(aAb)

Dengan mengingat bahwa a x b menghasilkan vektor v yang ortogonal dengan a
dan b, maka

v — —]B (v=axb danB=a A Db)
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Contoh 6: Diberikan dua buah vektor di R3 sebagai berikut:
a = —e; + e

b = c1 — €.
Maka perkalian silang a dan b adalah

axb=c=10 =1 1

|
P
_I._
o)
]
+
o)
L

Vektor ¢ dapat dihitung pula sebagai berikut

B=a~nb c = —IB
= (—ey + e3) A (e — &) = —Elgg(ﬁ']g + €39 —+—E;33)
= —e, Aejt+eyAeytesAe —e3 Aes E— =e;+ e + e

B =epp +e31 + e. ¢ = e; + e, + e; (hasilnya sama)

o]



TAMAT



